Egzamin licencjacki — 1 lipca 2011

Z zestawu szeSciu zadan (Matematyka I, Matematyka II, Programowanie, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych i Metody numeryczne) ponizej nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zadan. Za brakujace (do trzech) zada-
nia zostanie wystawiona ocena nieostateczna z urzedu. Egzamin uwaza sie za zaliczony, jesli
student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zadania. Wtedy ocena z egzaminu jest
Srednig arytmetyczng ocen z trzech wybranych zadan. Na rozwiazanie zadan przeznacza sie
czas 3x40=120 minut. Po wyjéciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma mozliwosci
powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka I — Logika dla informatykéw

Zbiér L wszystkich skonczonych list nad danym zbiorem X jest zdefiniowany indukcyjnie
w nastepujacy sposob:

e nil jest skonczona lista nad zbiorem X;

e jesli x jest elementem zbioru X oraz xs jest skonczona lista nad zbiorem X to x : zs
jest skoniczong listg nad zbiorem X.

Rozwazmy dwie funkcje f : L — N oraz g : Nx L — N zdefiniowane indukcyjnie w nastepujacy
sposob:

f(i) = 0
flx:zs) = 1+ f(xs)
gn,nil) = n
g(n,x:xs) = g(n+1,xs)

1. Udowodnij indukcyjnie, ze dla wszystkich liczb naturalnych n € N oraz wszystkich skon-
czonych list xs € L zachodzi rownos¢

g9(n, zs) = n+g(0, xs).

2. Udowodnij indukcyjnie, ze dla wszystkich skonczonych list zs € L zachodzi rownoéé

f(zs) = g(0,xs).

Uwaga: W dowodzie w punkcie 2 mozesz skorzysta¢ z punktu 1 jako lematu, nawet
jesli go nie udowodnites.

Matematyka 11
1. Niech V = {(z,y,2) e R® 1z +y + 2z = 0}.

(a) Wykazaé ze jest to podprzestrzen przestrzeni liniowej R3.

(b) Jaki jest wymiar tej podprzestrzeni?



(¢) Podaé, wraz z uzasadnieniem, przyklad bazy tej podprzestrzeni.

2. Przeksztalcenie liniowe L : R?® — R? dane jest wzorem
L(z,y,2)=(x+y, 2 —y+ 2z, v +y—2z2).

Znalezé macierz tego przeksztalcenia w bazie fi = (1,0,0)7, fo = (1,1,0)T, f3 =
(11,17

3. Obliczyé¢ macierz odwrotna do macierzy
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Programowanie

Za zadanie mozna otrzymac¢ 20 punktéw. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 7
punktéw, prég dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ — 13p, dla bdb — 15p.

Cze$¢ 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

{A—a, A— Aa, B—b, B—bB,S—S8S, S— ASB, S— BSA,S — ¢}

Gramatyka Gy z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b} dana jest za pomoca nastepu-
jacego zbioru produkc;ji:
{S—)GbSbCL, S—)aa’s—>€}

Dla gramatyki G przez L(G) rozumieé bedziemy jezyk generowany przez G.
a) Czy aabbab nalezy do L(G1)? Odpowiedz uzasadnij. (1)
b) Wskaz najkrétsze stowo, ktére zawiera litery a oraz b i nie nalezy do L(G1). (1)

c) Co to znaczy, ze gramatyka jest jednoznaczna. Czy gramatyka Gy jest jednoznaczna (od-
powiedz uzasadnij)? (2)

d) Czy L(G1) jest jezykiem regularnym? OdpowiedZ uzasadnij. (3)

e) Niech A; = L(G1) N L(G2). Opisz, jakie stowa nalezg do A;, odpowiedZ uzasadnij'. (3)

Cze$¢ 2. Bedziemy rozwazaé binarne drzewo poszukiwan, jako strukture stuzaca do zapa-
mietania zbioru liczb catkowitych. Zadanie to ma dwa warianty, z ktérych musisz wybraé
jeden. Jezeli w odpowiedzi znajda sie oba, to bedzie sprawdzany tylko pierwszy. Postaraj sie,
by Twoje implementacje byty efektywne.

"W opisie nie powiniene$ odwotywaé sie do nazw Gy oraz G, odpowiedz: ,stowa ktére nalezg jednoczesnie
do obu gramatyk” nie bedzie uznana



Wariant funkcjonalny

Mozesz uzywaé Haskella albo OCamla. W specyfikacji zadania uzywamy typow Haskellowych.
Kazdy podpunkt warty jest 2.5p

a) Opisz, jak zapamieta¢ drzewo binarne przechowujace liczby calkowite w Haskellu.

b) Napisz funkcje dodaj :: Int -> Tree -> Tree, ktéra bierze element i drzewo, a zwraca
drzewo, do ktérego zostal dodany ten element (jezeli go jeszcze w drzewie nie bylo)

c) Napisz funkcje zawiera :: Int -> Tree -> Bool, ktéra zwraca warto$¢ True wtedy i
tylko wtedy, gdy element znajduje sie w drzewie.

d) Napisz, jak zmienilaby sie definicja drzewa, oraz sygnatura i semantyka ww funkcji, gdyby
drzewo miato stuzy¢ nie jako zbidr, lecz jako stownik.

Wariant logiczny

W tym wariancie powiniene$ uzywac¢ Prologa. Kazdy podpunkt warty jest 2.5p
a) Opisz, jak zapamietaé¢ drzewo binarne przechowujace liczby catkowite w Prologu.

b) Napisz predykat dodaj(Element, StareDrzewo, NoweDrzewo), ktéry unifikuje NoweDrzewo
z drzewem powstalym z StaregoDrzewa po dodaniu Elementu.

c) Napisz predykat zawiera(Element,Drzewo), ktéra nie zawodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
element znajduje sie¢ w drzewie.

d) Napisz, jak zmienilaby sie definicja drzewa, oraz sygnatura i semantyka ww predykatéw,
gdyby drzewo mialto stuzyé¢ nie jako zbidr, lecz jako slownik.

Matematyka dyskretna

Znajdz funkcje f(n) w postaci zwartej (zapisana bez symboli > i ---), taka ze
S K22k = (f(m).
k=1

Odpowiedz uzasadnij.

Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie wszystkich trzech zadan z tej czeSci mozna otrzymaé do 9 punktéw. Skala
ocen: ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene
dostateczna, 4 — dostateczng z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 — ocene bardzo
dobra.



Zadanie 1: sortowanie przez wstawianie w $rednim przypadku (3.0 punkty)
Rozwazmy standardowy algorytm sortowania przez wstawianie, pracujacy na danych umiesz-
czonych w tablicy.
e Zapisz w pseudokodzie ten algorytm (wraz z komentarzami).

e Napisz co to znaczy, ze algorytm jest stabilny. Uzasadnij, ze sortowanie przez wstawianie
dziata stabilnie.

e Policz, ile poréwnan w $rednim przypadku wykona algorytm sortowania przez wsta-
wianie. Ile poréwnan wykona ten algorytm w przypadku najgorszym i w przypadku
najlepszym?

Zadanie 2: maksymalny podciag niezalezny (3.6 punkta)

Dla zadanego ciagu n wartosci rzeczywistych A = (ay,as, ..., a,) znajdz niezalezny pod-
ciagg o najwiekszej mozliwej sumie. Przez podciag niezalezny rozumiemy podciag, ktoérego
elementy nie sasiaduja ze soba w oryginalnym ciagu.

e Zaprojektuj algorytm, ktéry znajdzie i zwrdci maksymalny podciag niezalezny.

e Uzasadnij, ze twdj algorytm dziata poprawnie.

e Przeanalizuj ztozonosé obliczeniows twojego algorytmu.

Zadanie 3: slownik z operacja lessthan (2.4 punkta)

Niech S bedzie stownikiem, w ktorym oprocz standardowych operacji stownikowych mamy
jeszcze operacje lessthan(z). Operacja lessthan(z) okresla, ile elementéw w stowniku przyjmuje
wartosci mniejsze od x, czyli:

S.lessthan(z) = |{a € S : a < z}|

Zaprojektuj taki stownik, w ktérym wszystkie operacje stownikowe i operacja lessthan(z) beda
mialy pesymistyczna zlozonosé czasowa O(logn), gdzie n = |S|.

e W zadaniu wykorzystaj jaka$ znang strukture danych, efektywnie realizujaca operacje
stownikowe. Naisz, w jaki sposow zaadoptowales tg strukture do tego zadania.
e Procedure lessthan(x) zapisz w pseudokodzie i opisz jej dzialanie.

e Kroétko ale precyzyjnie opisz, jak zmodyfikowate$ pozostate procedury stownikowe.

Metody numeryczne

1. Niech dana bedzie macierz nieosobliwa A € R™*", o ktérej wiadomo, ze jej rozklad LU
istnieje.
(a) Zaproponuj algorytm wyznaczania tego rozkladu i podaj jego zlozonosé.

(b) Opisz szczegbélowo jak efektywnie obliczy¢ det(A) oraz A~! dysponujac rozkladem
LU macierzy A.



