Egzamin licencjacki/inzynierski — 26 czerwca 2012

Z zestawu szeSciu zadan (Matematyka I, Matematyka II, Programowanie, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych i Metody numeryczne) ponizej nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zadan. Za brakujace (do trzech) zada-
nia zostanie wystawiona ocena nieostateczna z urzedu. Egzamin uwaza sie za zaliczony, jesli
student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zadania. Wtedy ocena z egzaminu jest
Srednig arytmetyczng ocen z trzech wybranych zadan. Na rozwiazanie zadan przeznacza sie
czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma mozliwosci
powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka I — Logika dla informatykéow

Moéwimy, ze liczba naturalna z jest dzielnikiem liczby naturalnej y jesli istnieje taka liczba
naturalna k, ze kxr = y. Méwimy, ze liczba d jest wspolnym dzielnikiem liczb x i y jesli d jest
dzielnikiem z oraz d jest dzielnikiem y. Méowimy, ze d jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem
x iy jesli d jest wspdlnym dzielnikiem x i y oraz dla dowolnego wspdlnego dzielnika d’ liczb x
i y zachodzi nieréwnosé d’ < d; piszemy wéwczas d = nwd(z, y). Wiadomo, ze dla dowolnych
dodatnich liczb naturalnych x i y istnieje dokladnie jedna taka liczba d, ze d = nwd(x, y).

Niech z i y beda dodatnimi liczbami naturalnymi spelniajacymi nieréwnosé¢ = > y. Udo-
wodnij, ze nwd(z,y) = nwd(z — y,y).

Uwaga: to zadanie jest jednym z gléwnych lematéw w dowodzie poprawnosci algorytmu
Euklidesa. Oczywiscie w jego rozwiazaniu nie mozna korzystaé z poprawnosci tego algorytmu.
Nie mozna tez korzysta¢ z zadnych innych (niewymienionych w tresci zadania) wlasnosci
dzielnikow.

Matematyka II — Algebra

1. Dana jest przestrzen liniowa V o wymiarze n. Niech k bedzie liczbg naturalng taka
ze 0 < k < n. Wykazaé, ze istnieje podprzestrzen liniowa W przestrzeni V taka, ze
dim W = k.

2. Rozwazamy zbiér G macierzy 2 X 2 o elementach rzeczywistych, o wyznaczniku réwnym
1. Czy jest to grupa ze wzgledu na mnozenie macierzy?

3. Znalez¢ rzad elementu 17 w grupie Z*(39) (liczby wzglednie pierwsze z 39, wraz z
mnozeniem modulo 39).

Programowanie
Za zadanie mozna otrzymaé¢ 20 punktéw. Aby otrzymaé ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 7
punktéw, prog dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Cze$¢ 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b, ¢} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

{C—=¢e C—cC, A—Ca, B—Cb S—SS, S— ASB, S— BSA,S — ¢}

Dla gramatyki G przez L(G) rozumie¢ bedziemy jezyk generowany przez G. Dla wyrazenia
regularnego r przez L£(r) rozumiemy jezyk opisany przez wyrazenie r.



a) Czy ccabbcaba nalezy do L(G1)? OdpowiedZ uzasadnij. (1)

b) Co to znaczy, ze gramatyka jest jednoznaczna. Czy gramatyka G jest jednoznaczna (od-
powiedZ uzasadnij)? (2)

c) Opisz jakie stowa naleza do jezyka L(G1) (1)

d) Dla nastepujacy zbioréw przedstaw wyrazenia regularne je reprezentujace, ew. gramatyki
bezkontekstowe je generujace. Przy czym, jezeli to tylko jest mozliwe, powiniene$ uzywacé
wyrazen regularnych. (4)

L(G1) N L(c"a")
L(G1) N L(a*b*a*) (*)
L(Gr) N L(c*(a+b)7)
L(G1) N L((abe)*)

e) Uzasadnij prawdziwos$é réwnosci, ktora podates dla podpunktu (x) z poprzedniego zadania.

(2)

Czes$¢ 2. W zadaniu bedziemy rozwazaé listy liczb calkowitych (na ktérych poszczegdlne
warto$ci moga sie powtarzacé). Konkretna liczbe n, wystepujaca na licie L nazwiemy rzadkq,
jezeli co najmniej polowa réznych wartosci z listy L wystepuje czesciej niz n.

Przyktadowo lista [1,1,2,2,3, 3] nie zawiera zadnej rzadkiej liczby. Lista [1,1,2,2, 8] za-
wiera jedna rzadka liczbe (réwna 8), bowiem wystepuja na niej trzy rézne wartosci, a wartosci
11 2 wystepuja czedciej niz wartosé 8.

Twoim celem bedzie napisanie funkcji (lub predykatu), ktéry dla zadanej listy liczb zwréci
roznowartosciowa liste, w ktorej wystepuja tylko te liczby, ktore w zadanej liscie liczb byly
rzadkie. Zadanie warte jest 10p.

Wariant funkcjonalny. Haskell.

W podpunktach a) i b) nie powiniene$ korzysta¢ z zadnych funkcji standardowych.

a) Stownik mozemy reprezentowaé jako liste par klucz-wartosé. Podaj specyfikacje funkcji
(oraz ich definicje), ktére odczytuja ze stownika warto$é dla klucza, dodaja pare (war-
to$¢,klucz) do stownika, oraz zmieniaja warto$é przypisana kluczowi, ktéry juz istnieje.
Efektywnoéé rozwigzania nie ma zadnego znaczenia. Przy dodawaniu pary lub zmianie
wartoéci powinny tworzy¢ sie nowe stowniki. (3)

b) Napisz funkcje ktora bierze na wejsciu liste liczb caltkowitych i zwraca stownik, w ktérym
kluczami sa elementy listy, a warto$ciami — liczby wystapien tych elementéw na wejsciowej
licie. (2)

c) Napisz funkcje, ktéra na wejsciu bierze liste liczb catkowitych, a na wyjsciu zwraca réz-
nowartos$ciowsy liste, ktéra zawiera te i tylko te liczby z wejéciowe]j listy, ktore sa rzadkie.
Kolejnosé nie ma znaczenia. (3)

d) W jaki spos6b mozna uogélnié definicje uzywane w tym zadaniu. Podaj typy uogélnionych
funkcji.(2)



Wariant logiczny. Prolog
W podpunktach a) i b) nie powiniene$ korzystaé z zadnych predykatéw standardowych.

a) Stownik mozemy reprezentowaé jako liste par klucz-wartosé. Podaj specyfikacje predy-
katéw (oraz ich definicje), ktére odczytuja ze stownika warto$é dla klucza, dodaja pare
(wartos$é,klucz) do stownika, oraz zmieniaja warto$é przypisana kluczowi, ktory juz istnie-
je. Efektywno$¢ rozwiazania nie ma zadnego znaczenia. (3)

b) Napisz dwuargumentowy predykat ktory przetwarza liste liczb calkowitych (swdj pierwszy
argument) i unifikuje drugi argument ze stownikiem, w ktérym kluczami sa elementy listy,
a wartosciami — liczby wystapien tych elementéw na wejsciowej lidcie. (2)

c¢) Napisz dwuargumentowy predykat, ktéry jako pierwszy argument bierze liste liczb cal-
kowitych, a po zakonczeniu dzialania unifikuje drugi argument z réznowarto$ciows lista,
ktora zawiera te i tylko te liczby z wejsSciowe]j listy, ktére sa rzadkie. Kolejnosé elementéw
na liScie ,wynikowej” nie ma znaczenia. (3)

d) W jaki spos6b mozna uogdlnié definicje uzywane w tym zadaniu. Opisz dokladnie wartosci,
dla ktérych Twoje predykaty dziataja prawidtowo (2)

Matematyka dyskretna

Ile jest (uporzadkowanych) széstek liczb catkowitych nieujemnych (z1, 22,3, 24, 25, 6), ta-
kich ze 1 + x9 + 23 + x4 + x5 + 2 = 20127

Algorytmy i struktury danych

Za rozwiazanie wszystkich trzech zadan z tej czeSci mozna otrzymaé¢ do 9 punktéw. Skala
ocen: ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene
dostateczna, 4 — dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 — ocene bardzo
dobra.

Zadanie 1: sortowanie przez zliczanie (5 punktéw)

W n-elementowej tablicy zapisane sg liczby naturalne z zakresu od 1 do n?. W oparciu
o algorytm sortowania przez zliczanie skonstruuj metode, ktora posortuje te liczby w liniowym
czasie.

e Precyzyjnie opisz algorytm sortowania przez zliczanie. Jaka jest jego ztozonos¢ oblicze-
niowa? Czy jest on stabilny i czy dziala w miejscu?

e Jak opisany algorytm sortowania przez zliczanie zaadoptowaé¢ do rozwiazania przedsta-
wionego problemu? Jakie cechy tego algorytmu sa dla Twojego rozwiazania najbardziej
istotne? Uzasadnij odpowiedzi.

Zadanie 2: minimalna liczba tankowan (4 punkty)

Pewien kierowca na przejechaé¢ z miasta A do miasta B okreslong trasg. Bak peten paliwa
w jego samochodzie wystarczy na przejechanie n km. Na jego mapie sa zaznaczone odleglosci
pomiedzy wszystkimi stacjami benzynowymi na trasie. Kierowca ma zamiar tankowaé jak
najmniejsza liczbe razy w czasie swojej podrozy.



e Podaj efektywny algorytm, ktéry pomoze kierowcy ustalié¢, na ktorych stacjach powinien
on tankowaé paliwo.

e Udowodnij, ze zaproponowana strategia zawsze prowadzi do optymalnego rozwiazania.

Metody numeryczne

1. Wyjasnij zjawisko utraty cyfr znaczgcych. Nastepnie, stosujac tylko operacje arytme-
tyczne i pierwiastkowanie, zaproponuj taki algorytm numerycznego obliczania rzeczy-
wistych miejsc zerowych wielomianu

w(r) =23+ (a— 12>+ (b—a)z—b  (a,b€R),

ktory zminimalizuje mozliwo$é wystepowania zjawiska utraty cyfr znaczacych. Podang
metode uzasadnij.



