Egzamin licencjacki — 10 wrzesnia 2010

Z zestawu szeSciu zadan (Matematyka I, Matematyka II, Programowanie, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych i Metody numeryczne) ponizej nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zadan. Za brakujace (do trzech) zada-
nia zostanie wystawiona ocena nieostateczna z urzedu. Egzamin uwaza sie za zaliczony, jesli
student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zadania. Wtedy ocena z egzaminu jest
Srednig arytmetyczng ocen z trzech wybranych zadan. Na rozwiazanie zadan przeznacza sie
czas 3x40=120 minut. Po wyjéciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma mozliwosci
powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka I — Logika dla informatykéw

Rozwazmy gramatyke bezkontekstowa ze zbiorem symboli nieterminalnych {S, A, B}, zbiorem
symboli terminalnych {a,b}, symbolem startowym S i produkcjami

S — aB|bA
A — SaS|Sala
B — SbS|Sb|b

Udowodnij indukeyjnie, ze kazde stowo generowane przez te gramatyke zawiera tyle samo liter
aib.

Matematyka 11

1 1 0
1. Sprawdzié, czy wektory vy = | 1 |,vo=1| 0 |,v3=| 1 sa liniowo niezalezne
0 1 1

(a) w przestrzeni R® nad cialem R,

(b) w przestrzeni Z3 nad cialem Zs.
2. W pierscieniu Zy obliczy¢ wartos$¢ wyrazenia % + %.
3. Dana jest grupa G i ustalony jej element: a. Sprawdzié¢ czy przeksztalcenie f : G — G,
okreslone wzorem f(r) = aza~! jest homomorfizmem tej grupy w siebie.
Programowanie

Za zadanie mozna otrzymaé 20 punktéw. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 7
punktéw, prog dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Czes¢ 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b, ¢} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

{S —aSc, S — aSbSc, S — ¢}

a) Czy gramatyka G jest jednoznaczna (odpowiedZ uzasadnij)? (3)



e)

Niech A1 = L(G1)NL((a*b*)). Opisz, jakie stowa naleza do A;. Odpowiedz uzasadnij. (2)

Niech
Ay =L(G1)\ L((a+b+c)'bla+b+c)¥)

Podaj wyrazenie regularne lub gramatyke bezkontekstowa definiujaca As. (2)

Niech Az = L(G1) N L(a*b*c*). Przedstaw wyrazenie regularne lub gramatyke bezkontek-
stowa definiujaca As (2)

Wsréd jezykow L(Gh), Ag oraz Az wybierz taki, ktéry nie jest regularny. Krétko uzasadnij
dlaczego nie jest. (1)

Czes¢ 2. Zadanie to ma dwa warianty, z ktorych musisz wybra¢ jeden. Jezeli w odpowiedzi

znajda sie oba, to bedzie sprawdzany tylko pierwszy.

Wariant funkcjonalny

Mozesz uzywaé Haskella albo SML-a. W specyfikacji zadania uzywamy typéw Haskellowych.

a)

d)

Napisz funkcje rev :: [a] -> [al, ktéra odwraca liste, czyli rev [1,2,3] = [3,2,1].
Funkcja powinna dziala¢ mozliwie jak najefektywniej oraz nie powinna korzystaé¢ z funkcji
taczacej listy. (2)

Przedstaw alternatywna implementacje funkcji odwracajacej listy, w ktorej podstawowym
priorytetem jest zwiezlo$¢ i czytelnosé definicji (tym razem mozna uzyé funkeji taczacej
listy). Wyjasnij doktadnie, w czym ta definicja jest gorsza od poprzedniej.(3)

Napisz funkcje 1istToNumber :: [Int] -> Int, ktéra bierze liste cyfr stanowigcych zapis
liczby w systemie dziesietnym i zwraca liczbe odpowiadajaca temu ciagowi cyfr, czyli:
listToNumber [1,2,3] == 123.(2)

Napisz funkcje numberToList :: Int -> [Int], ktéra wykonuje odwrotng operacje, czyli
przykladowo: numberToList 234 == [2,3,4].(3)

Wariant logiczny

W tym wariancie powinienes uzywac¢ Prologa.

a)

Napisz predykat rev(+L,-R), prawdziwy, gdy R jest lista L przeczytana wspak, czyli
rev([1,2,3],[3,2,1]). Predykat powinien dziala¢ mozliwie jak najefektywniej oraz nie
powinien korzystaé z append.(2)

Przedstaw alternatywna implementacje predykatu odwracajacego listy, w ktérej podstawo-
wym priorytetem jest zwiezto$¢ i czytelnosé definicji (tym razem mozna uzy¢ apppenda).
Wyjasnij doktadnie, w czym ta definicja jest gorsza od poprzedniej.(3)

Napisz predykat 1istToNumber (+L,-N), prawdziwy gdy lista cyfr jest zapisem dziesietnym
liczby N, czyli: 1istToNumber ([1,2,3], 123).(2)

Napisz predykat numberToList (+N,-L), ktory wykonuje odwrotng operacje, czyli przy-
ktadowo: numberToList (234, [2,3,4]1).(3)



Matematyka dyskretna

Oblicz posta¢ zwarta sumy:
1

2 g+ 2)

Algorytmy i struktury danych

Za poprawne rozwiazanie wszystkich zadan z tej czesci mozna otrzymacé 9 punktéw. 3 punkty
daja ocene dostatecznag, 4 — dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 —
ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: sortowanie liczb naturalnych (4 punkty)
W n-—elementowej tablicy T' zapisane sa liczby naturalne z zakresu od 0 do n? — 1. Zapro-
jektuj i opisz algorytm, ktéry posortuje te liczby w czasie liniowym.

e (2.0 pkt.) Napisz w pseudokodzie te procedure albo dokladnie jg opisz. Krétko uzasadnij,
ze dziala ona poprawnie.

e (1.0 pkt.) Oszacuj zlozonosé czasowa i pamieciowa tej procedury.

e (1.0 pkt.) Czy twéj algorytm jest stabilny i czy dziatla w miejscu? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 2: najkrotsze Sciezki w grafie (5 punktéw)

Opisz kopiec dwumianowy i zastosuj te strukture danych w algorytmie Dijkstry, ktory wy-
znacza najkrétsze drogi z ustalonego wierzchotka do wszystkich pozostatych w spéjnym grafie
skierowanym D = (V, E, w) z nieujemnymi wagami na krawedziach, gdzie V- = {0, 1,...,n—1}
to zbiér wierzchotkéow, E C {(i,7) : 4,5 € V A i # j} to zbiér krawedzi a w : E — Ry to
wagi poszczegdlnych krawedzi.

e (2.5 pkt.) Opisz budowe kopca dwumianowego (zacznij od drzew dwumianowych). Jak
dziataja w tej strukturze danych operacje taczenia kopcéw meld, wstawiania insert,
usuwania minimum eztract—-maz i zmiejszania wartosci klucza w kopcu decrease—key?
Jakie sa czasy wykonania tych operacji?

e (2.5 pkt.) Opisz zachlanny algorytm Dijkstry, ktéry oblicza odleglodci wszystkich wierz-
chotkéw grafu D od ustalonego zrédla s € V. Algorytm ten buduje zbiér X zawierajacy
wierzchiki, dla ktorych wagi najkrétszych Sciezek ze zrodta s zostaly juz obliczone.
Metoda ta rozpoczyna dzialanie od jednoelementowego zbioru {s} i w kazdym kro-
ku iteracji doktada jeden wierzcholek spoza Xlezacy najblizej s. Krétko ale precyzyjnie
opisz dziatanie algorytmu Dijkstry albo zapisz go w speudokodzie wraz z komentarzami.
Uzasadnij krétko jego poprawnosé. Wskaz, gdzie w tym algorytmie mozna zastosowaé
kopce dwumianowe. Wylicz, jaki wplyw na zlozonos¢ czasowa algorytmu Dijkstry na
zastosowanie w nim kopcéw dwumianowych.



Metody numeryczne

1. Dana jest pewna macierz A rozmiaru n x n, gdzie n =~ 1000000. O macierzy tej wiemy,
ze na gltéownej przekatnej ma elementy o wartosci bezwzglednej wigkszej niz 7. Wiadomo
tez, ze w kazdym wierszu macierzy jest nie wiecej niz 50 niezerowych elementéw, ktérych
suma modutéw nie przekracza 27. Pozycje niezerowych elementéw sa znane. Zaproponuj
efektywny algorytm obliczenia rozwiazania uktadu réwnan liniowych

Ax = b,

gdzie b € R™. Jakie teoretyczne fakty daja gwarancje, ze Twdj algorytm zadziata po-
prawnie (tzn. obliczy dobre rozwiazanie).

2. Chcemy wyznaczy¢ wartosé catki
1
w(z

/ 7( ) dx,

LV 1 — a2
gdzie w jest wielomianem 11 stopnia. Z pewnych wzgledéw mozemy jednak obliczy¢
wartoéci wielomianu w tylko w 6 punktach przedziatu [—1,1]. Jak nalezy wybraé te
punkty, aby za pomoca odpowiednich wzoréw otrzymaé mozliwie najlepsze przyblize-
nie powyzszej calki. Czy Twdj wybdr gwarantuje, ze teoretyczny btad przyblizenia nie
przekroczy 4 - 107197 Odpowiedzi nalezy precyzyjnie uzasadnié.



